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Chapitre 1

Axiomes et définitions de
bases

Lemme 1.1 (Approximation de Stirling)

n! ∼
√

2πnnne−n

Lemme 1.2 (Binôme de Newton)

(a+ b)n =
∑
k≥0

(
n
k

)
an−kbk ∀|x| < 1, r ∈ R

avec
(
n
k

)
= [n]k

k! = n!
k!(n−k)! .

1.1 Analyse Combinatoire

Lemme 1.3 (Permutations) Le nombre de permutation de n objets est n!.

Lemme 1.4 (Tirage ordonné avec remise) Tirer r boules avec remise par-
mis n donne nr possibilités.

Lemme 1.5 (Tirage ordonné sans remise) 1. le nombre de tirages or-
donnés de r boules prisent parmis n sans remise

2. faire la liste des r-mots sans répétition de lettre dans un alphabet de n
lettres

3. ranger r boules dans m boite une boule au plus par boite.
est [n]r = n!

(n−r)! . Physiquement, ce cas correspond au modèle de Maxwell-
Boltzmann.

Lemme 1.6 (Combinaisons, tirage non-ordonné sans remise) Le nombre
de combinaisons de r objets pris parmis n, ou encore le nombre de tirages non

ordonnés et sans remise de r objets pris parmis n est
(
n
r

)
= n!

(n−r)!r! . Ce cas

correspond au modèle de fermions de Fermi et Dirac.

3



Lemme 1.7 (r tirages non-ordonnés avec remise) Soit Le nombre de ti-

rages possibles de r boules parmis n non-ordonnées avec remise est
(
n+ r − 1

r

)
.

Ce cas revient au modèle des Bosons de Bose et Einstein.

Lemme 1.8 Le nombre de rangements de n boules dans m boites ordonnées
est

[m]n = m(m+ 1) . . . (m+ n− 1)

1.2 Axiomes de Kolmogorov

1.2.1 Concepts fondamentaux

Définition 1.1 (Ensemble dénombrable) Un ensemble E est dit dénombrable
si et seulement si il existe une bijection N↔ E.

Définition 1.2 (Expérience) Définit les buts et la manière de réaliser l’expérience.

Définition 1.3 (Algèbre de Boole) On désigne par F l’ensemble de tous les
évènements que l’on veut étudier, dit la famille d’évènements. F est une algébre
de Boole :

1. Ω ∈ F est l’évenement certain, il est donc toujours réalisé
2. ∅ ∈ F

3. si A ∈ F alors Ac := (Ω\A) ∈ F .
4. si A1, . . . , An est une famille finie ou dénombrable d’évenements, alors :⋃

n≥1

An ∈ F
⋂
n≥1

An ∈ F

Définition 1.4 (Evenement) Exprime une propriété du résultat de l’expérience.

Loi 1.1 (de Morgan) (
n⋃
i=1

Ei

)c
=

n⋂
i=1

Eci(
n⋂
i=1

Ei

)c
=

n⋃
i=1

Eci

Proposition 1.1 1. A et Ac sont incompatibles
2. P (Ω) = P (A ∪Ac) = P (A) + P (Ac) donc P (Ac) = 1− P (A).
3. A ⊂ B, doncB = A∪(B\A) ce qui implique P (B) = P (A) + P (B\A) ≥ P (A).
4. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Principe 1.1 (d’inclusion-exclusion de Moivre)

P (A) =
n∑
k=1

(−1)k+1
∑

i1≤...≤ik

P (Ai1 , . . . , Aik)

pour n = 2 :

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
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1.2.2 Axiomes

Un espace de probabilité est un triplet (Ω,F , P ) tel que :

Axiome 1 L’ensemble fondamental est l’ensemble des issues possibles, noté Ω.
Les éléments de Ω, noté souvent ω codent de manière univoque les résultats
possibles de l’expérience. A chaque résultat correspond un unique ω.

Axiome 2 F est un ensemble de sous-ensemble de Ω tel que :
1. Ω ∈ F est l’évenement certain, il est donc toujours réalisé
2. ∅ ∈ F

3. A ∈ F ⇒ (Ac = Ω\A) ∈ F

4. si A1, . . . , An est une famille finie ou dénombrable d’évenements, alors :⋃
n≥1

An ∈ F
⋂
n≥1

An ∈ F

Axiome 3 (définition d’une probabilité) la “fonction probabilité” P : F → [0; 1], A 7→ P (A)
vérifie :

1. P (Ω) = 1
2. (σ-additivité) si A1, . . . , An famille dénombrable ou finie d’évenements

vérifiant Ai
⋂
Aj = ∅ ∀i 6= j, alors

P
(⋃

An

)
=
∑

P (An)

Définition 1.5 (Monotone) La fonction de probabilité P est dite monotone
si A ⊂ B implique P (A) ≤ P (B)

Proposition 1.2 Supposons {A1, . . . , An} est monotone décroissante (An+1 ⊂ An)
et posons A = ∩iAi alors P (A) = limn→∞ P (Ai).

Proposition 1.3 Supposons {A1, . . . , An} est monotone croissante (An ⊂ An+1)
et posons A = ∪iAi alors P (A) = limn→∞ P (Ai).

1.3 Espace de probabilité discret

Définition 1.6 (Probabilité discrete) (Ω,F , P ) est discret si :
1. Ω est dénombrable
2. F est la collection de tous les sous-ensembles de Ω.

Notation 1 on écrit q(ω) pour désigner P ({ω}).

Théorème 1.1 Soit a1, a2, . . . ≥ 0. Soit φ : N→ N une bijection avec bi = aφ(i).
Alors :

1. (
∑
ai >∞)⇔ (

∑
bi >∞)

2. (
∑
ai <∞)⇔ (

∑
bi <∞ et

∑
ai =

∑
bi)

Donc Ω = {ω1, . . . , ωn} dénombrable implique qu’il est possible de définir
P (A) =

∑
i=1,ωi∈A p(ωi) indépendament de l’ordre des ωi et donc on peut écrire

P (A) =
∑
ω∈A p(ω).
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Proposition 1.4 Soit Ω dénombrable, p : Ω→ [0; 1] tel que Z :=
∑
ω∈Ω p(ω) <∞

et A ⊂ Ω. Alors

P (A) =
∑
ω∈A p(ω)
Z

est une mesure de probabilité.

Remarque Lorsque Ω est fini ou dénombrable une mesure de probabilité est
entiérement décrite par la fonction p(ω) = P ({ω}).

1.4 Partitions, Question et Algébre de Boole

Définition 1.7 (Question simple) Une question simple est définie par une
partition de Ω en deux sous-ensembles A et Ac.

Définition 1.8 (Question multiple) Par extension, une question multiple est
définie par une partition de Ω en A1, . . . , An.

Proposition 1.5 Si A ⊂ Ω est une algébre de Boole finie alors il existe une
unique partition A1, . . . , An tel que A = FA1,...,An . A1, . . . , An sont dits les
atomes de l’algèbre.

1.5 Probabilités conditionelle

1.5.1 Probabilité conditionelle

Définition 1.9 (Probabilité conditionelle) La probabilité conditionelle de
A sachant B (avec P (B > 0) est définie par :

P (A|B) =
P (A ∩B)
P (B)

Proposition 1.6 (Règle de multiplication)

P (B1 . . . Bn) = P (B1)P (B2|B1) . . . P (Bn|(B1 . . . Bn−1))

Proposition 1.7 (Formule des probabilités totales) Soit A1, . . . , An une
partition de Ω et B ∈ F , alors :

P (B) =
n∑
i=1

P (BAi) =
n∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai) ∀B ∈ F

Théorème 1.2 (de Bayes) Soit A1, . . . , An une partition de Ω. La probabilité
qu’un des Aj soit réalisé sachant que B est réalisé est :

P (Aj |B) =
P (B ∩AJ)
P (B)

=
P (B|AJ)P (AJ)∑
i P (B|Ai)P (Ai)

1.5.2 Évenement indépendant

Définition 1.10 (Totalement indépendant) Soit A1, . . . , An n évenements.
Ils sont dit totalement indépendants si pour tout sous-ensemble A′1, . . . , A

′
r

P (A′1 . . . A
′
r) = P (A′1) . . . P (A′r)
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1.6 Automate fini

Définition 1.11 (Automate fini) Système qui peut se trouver dans un nombre
fini d’états vérifiant :

1. A = {1, . . . , r} r états possibles
2. l’automate change d’état à chaque pas de temps
3. on observe l’automate pendant un temps tn
4. Ωn = {ω = (ω1, . . . , ωn) : ωi ∈ A∀i = 1, . . . , n} = An où ωi est l’état de

l’automate au temps i.
Il existe des applications Xk : Ω → A, ω 7→ X(ω) = ωk pour k = 1, . . . , r. La
mesure de probabilité de P est donnée par

P ({ω}) = q(ω) = P (X1 = ω1, . . . Xn = ωn)

Définition 1.12 (Séquence) Une séquence est une suite de même résultats.

Définition 1.13 (Matrice stochastique) Une matrice M = Mkl de dimen-
sions m× n est une matrice stochastique si et seulement si

1. Mkl > 0
2.
∑n
l=1Mkl = 1 (la sommes des éléments d’une ligne vaut 1).

Proposition 1.8 (de Markov) L’automate à la propriété de Markov si :

P (Xj = ωj |X1 = ω1, . . . , Xj−1 = ωj−1) = P (Xj = ωj |Xj−1 = ωj−1)

c’est-à-dire que seul l’état précédent influence le nouvel état.

en plus on va supposer :

P (Xj = ωj |Xj−1 = ωj−1) = Mωj−1,ωj

donc il est possible d’écrire :

P (X1 = ω1, . . . , Xn = ωn) = P (X1 = ω1)Mω1,ω2 . . .Mωn−1,ωn

car P (X3 = ω3|X1 = ω1, X2 = ω2) = P (X3 = ω3|X2 = ω2). L’automate est
donc décrit par M et P (X1 = ω1)

1.7 Indépendance

Définition 1.14 (Évenements indépendants) Deux évenements sont indépendants
pour la mesure de probabilité P si et seulement si :

P (A ∩B) = P (A)P (B)
P (B|A) = P (B)

Remarque L’indépendance de A et B est toujours définie par rapport à une
mesure de probabilité P .

Remarque Si P (A) = 0 (ou P (A) = 1) alors pour toutB ∈ F alors P (A∩B) =
P (A)P (B). A et B sont indépendants sous P .
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Remarque Si A ∩B = ∅ (A et B incompatibles) avec P (A), P (B) 6= 0, 1 alors
0 = P (A ∩B) 6= P (A)P (B) (A et B ne sont pas indépendants).

Remarque Si P (A ∩B) = P (A)P (B) alors P (A ∩Bc) = P (A)P (Bc).

Définition 1.15 (Algebres de Boole indépendantes) n σ-algébre de Boole
F1, . . . , Fn sont indépendantes pour la mesure de probabilité P si et seulement
si pour tout C1 ∈ F1, . . . , Cn ∈ Fn on a P (C1 . . . Cn) = P (C1) . . . P (Cn).

Proposition 1.9 Supposons :

1. l’algèbre A engendrée par la partition A1, . . . , Al

2. l’algèbre B engendrée par la partition B1, . . . , Bm

3. l’algèbre C engendrée par la partition C1, . . . , Cn

Alors A, B et C sont indépendants sous P si et seulement si

P (AiBjCk) = P (Ai)P (Bj)P (Ck)

pour ∀i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, et k = 1, . . . , n.

Définition 1.16 (Indépendance) n évenementsB1, . . . , Bn sont indépendants
sous P si les n algébres données par les partitions B1, B

c
1, . . ., Bn, Bcn sont

indépendants sous P .

Proposition 1.10 Soit J = {1, . . . , n}. n évenementsB1, . . . , Bn sont indépendants
sous P si et seulement si

P

(∏
j∈J

Bi

)
=
∏
j∈J

P (Bi)

1.8 Espace de probabilité continu : mesure de
probabilité sur R

Définition 1.17 (Générateur de nombre aléatoire) Un générateur de nombres
aléatoires (GNA) est un procédé qui choisit de manière équiprobable un nombre
réel de [0, 1].

Soit Ω = R et F = B(R) (une σ-algèbre de Boole pour Ω = R conte-
nant tout les intervalles de R). Supposons P définie sur F et que pour tout
t ∈ R, ]−∞, t[∈ F .

Définition 1.18 (Fonction de répartition F ) Soit P une mesure de proba-
bilité sur R, elle est caractérisée par sa fonction de répartition F (t) = P (]−∞, t])
vérifiant les propriétés suivantes :

1. 0 ≤ F (t) ≤ 1 monotone croissante

2. limt→−∞ F (t) = 0, limt→∞ F (t) = 1

3. F est continue à droite

4. F à un saut en t⇔ P ({t}) > 0.
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Théorème 1.3 Soit F une fonction de repartition, alors F définit univoquemet
une mesure de probabilité P tel que :

P (]a; b]) = F (b)− F (a)

Définition 1.19 (Densité de probabilité f) Si F est dérivable on peut définir
la densité de probabilité de P par

f(t) =
dF (t)
dt

et calculer la probabilité de l’événement (a, b] par

P ((a, b]) =
∫ b

a

f(t)dt⇔ P (A) =
∫
A

f(s)ds

Proposition 1.11 f a donc les propriétés :

1. f(t) ≥ 0

2.
∫∞
−∞ f(t)dt = 1

Définition 1.20 (Ensemble discret) D ⊂ R est discret si et seulement si
pour tout intervalle I borné

card(I ∩D) <∞

D est donc fini ou dénombrable.

Proposition 1.12 Si l’ensemble des discontinuités de F est un ensemble discret
D la probabilité de l’événement A se calcul par

P (A) =
∑

x∈A∩D
q(x)
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Chapitre 2

Variable aléatoire

Les lettres majuscules X,Y, . . . correspondent aux variables aléatoires (a des
applications) alors que les lettres minuscules x, y, . . . correspondent aux valeurs
que prennent ces variables aléatoires (réels).

Définition 2.1 (Variable aléatoire) Soit (Ω,F , P ). Une variable aléatoire
réelle X est un application X : Ω→ R telle que pour tout intervalle A ∈ B(R) :

X−1(A) ∈ F

Remarque La condition supplémentaire assure que P (A) est définie pour tout
A ∈ B(R).

Définition 2.2 (Mesure de probabilité discrète) X est une variable aléatoire
discrète si elle prends toutes les valeurs d’un sous-ensemble discret de R. Une
telle variable aléatoire à une loi de probabilité µx qui est une mesure de proba-
bilité discrète sur R

2.1 Fonctions de répartition

Définition 2.3 (Fonction de répartition) La condition de la définition d’une
variable aléatoire (Def. 2.1) permet d’introduire la notion de fonction de répartition.
Soit X une variable aléatoire. La fonction de répartition FX de X est définie
sur R par :

FX(t) := P (X ≤ t) ∀t ∈ R

Définition 2.4 (Loi de X) Chaque variable aléatoire définit ainsi une mesure
de probabilité sur R notée µ définie par sa fonction de répartition.

La loi de X est la mesure de probabilité µx sur R qui est définie par la
fonction de répartition FX

P (X ∈ A) = µX(A) ∀A ∈ B(R)

Remarque Il est utile de penser à une variable aléatoire comme un couple
formé de :

1. une application X : Ω→ R
2. µx mesure de probabilité sur R
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Proposition 2.1 Soit X une variable aléatoire réelle, alors :
1. 0 ≤ FX ≤ 1. FX est montone non-décroissante et limt→∞ FX(t) = 1,

limt→−∞ FX(t) = 0.
2. FX est continue à droite. FX à un saut en t si et seulement si P (X = t) > 0.

La “hauteur du saut” est donnée par FX(t+)− FX(ti).
3. (utile en exo.) la loi de X, µX est univoquement déterminé par FX :
µX([a, b]) = FX(b)− FX(a) (conséquence directe du théorème fondamen-
tal du calcul intégral).

Définition 2.5 (Variable aléatoire continue) Une variable aléatoire X est
dite continue s’il existe une fonction non-négative f , dite densité de probabilité
de X tel que pour un ensemble B arbitraire :

P (X ∈ B) =
∫
B

f(x)dx

La fonction de répartition F est différentiable

dF (x)
dx

= f(x)

et

FX(T ) =
∫ t

−∞
f(x)dx

Définition 2.6 (Variable aléatoire discrète) Soit X une variable aléatoire
discrète telle que P (X = x1) = q(x1). {xn, n ≥ 1} est un sous-ensemble discret
E de R vérifiant

∑
xnE

q(xn) = 1.

P (X ∈]−∞, t]) = Fx(t) =
∑

x∈E∩]∞,t]

q(x)

donc FX(t) est constante par morceaux.

Définition 2.7 (Cas général) Soit FX ∈ C1 continue par morceaux avec des
sauts en x ∈ E. Pour tout t /∈ E on peut calculer

f(t) =
dFX(t)
dt

et donc :
P (X ∈ A) =

∫
A

f(t)dt+
∑

x∈E∩A
q(x) =

∫
A

dFx

2.1.1 Distributions continues

Remarque Soit (Ω = R, F , P ). Pour définir P on utilise une fonction auxiliare
f la densité de probabilité.

Loi 2.1 (Exponentielle) Une v.a. de densité

f(x) = λe−λx x ≥ 0

est dite exponentielle de paramètre λ. Sa moyenne et sa variance sont :

E(X) =
1
λ

V ar(X) =
1
λ2
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Loi 2.2 (Gausienne (ou Normale)) Ω = R, f(x) = 1√
2πσ2 e

− (x−µ)2

2σ2 avec
µ ∈ R l’espérance et σ2 la variance. On défini P (A) =

∫
A
f(x)dx. La mesure

de probabilité correspondant à f de paramètres µ et σ est N(µ, σ2) dite proba-
bilité gaussienne. Pour N(0, 1) la loi est dite normale centrée réduite.

Proposition 2.2 Pour une variable aléatoire gausienne X normale centrée réduite :

1. P (−1 ≤ X ≤ 1) ≤ 0, 7

2. P (−2 ≤ X ≤ 2) ≤ 0, 95

3. P (−3 ≤ X ≤ 3) ≤ 0, 99

4. P (X /∈ [−4, 4]) ≈ 0

Loi 2.3 (de Cauchy) Soit a ∈ R+. La loi de Cauchy de parametre a est définie
par :

γa(x) =
1
π

a

a2 + x2

Cette loi n’a pas d’ésperance car il est impossibe d’integrer |x|a
π(a2+t2) sur ]−∞,∞[.

2.1.2 Distributions discretes

Loi 2.4 (de Poisson) E ⊂ R est discret si pour tout intervalle I ⊂ R, |E ∩ I| ≤ ∞.
Soit E un ensemble discret dénombrable et soit q : R→ R+ tel que{

0 si x /∈ E
q(x) ≥ 0 si x ∈ E

et
∑
x∈E q(x) = 1. A l’aide de q on définit un mesure de probabilité sur R

P (A) =
∑
x∈A∩E q(x). Avec Ω = R, E = {0, 1, . . .} et

q(x) =
{

0 si x /∈ E
Πλ(k) = λk

k! e
−λ si x, λ ∈ E

on définit une probabilité de Poisson Πk de paramètre λ.

Proposition 2.3
E(X) = λ V ar(X) = λ

Loi 2.5 (Binomiale) Supposons n répétitions indépendante d’une même épreuve
de probabilité de succès p. La variable aléatoire X qui compte le nombre de
succès au bout de n esssais est dite “loi binomiale de parametres (n,p)”. La loi
de probabilité d’une variable aléatoire binomiale de parametre (n, p) est :

p(i) =
(
n
i

)
pi(1− p)n−i i = 0, 1, . . . , n

Proposition 2.4

E(X) = np V ar(X) = np(1− p)
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Loi 2.6 (Multinomiale) Un vecteur aléatoire (X1, . . . , Xr) suit une loi mul-
tinomiale de paramètres n, p1, . . . , pr avec 0 < Pi < 1 et p1 + . . . + pr = 1
si :

1. X1(ω) = . . . = Xr(Ω) = {0, . . . , n}
2.

P

(
(X1 = k1) . . . (Xr = kr)

)
=

n!
k1! . . . kr!

pk11 . . . pkrr

et si k1 + kr = n alors

P

(
(X1 = k1) . . . (Xr = kr)

)
= 0

Loi 2.7 (Multinomiale) Cette loi s’applique dans le cas de tirages sans re-
mises. Considérons une urne avec N boules dont R rouges (les autres sont
blanches) et une expérience aléatoire au cours de laquelle on tire n boules
(Ω = {0, 1, . . . , n}). La probabilité de tirer r boules rouges est donnée par la loi
Hypergéométrique :

H(n,R,N)(r) =

(
N −R
n− r

)(
R
r

)
(
N
r

)

2.2 Mesure de probabilité sur Rk

Définition 2.8 (Mesure discrete de probabilité sur Rk) D ⊂ Rk si pour
toute boule B(t, r) = {x, |t− x| ≤ r}, card(D ∩B(t, r)) <∞.

Proposition 2.5 La mesure discrete de probabilité est spécifiée par :
1. D ensemble discret de Rk

2. pour tout a ∈ D, p(a) ≥ 0 et
∑
a∈D p(a) = 1

3. pour tout A ∈ Rk µA =
∑
a∈D∩A p(a)

Définition 2.9 (Mesure de probabilité continue sur Rk) Il existe une fonc-
tion f : Rk → R tel que x = (x1, . . . , xk) 7→ f(x1, . . . , xk) ≥ 0 vérifiant :∫

Rk
f(x1, . . . , xk)dx1, . . . , dxk = 1

Pour tout A ⊂ Rk :

µA =
∫
A

f(x1, . . . , xk)dx1, . . . , dxk

2.3 Plusieurs variables aléatoires réelles

Définition 2.10 (Loi jointe) Soit X1, . . . , Xk des variables aléatoires définies
sur (Ω,F , P ) avec X = (X1, . . . Xk) ∈ Rk La loi jointe de X ou la loi de X est
la mesure de probabilité :

µX(B) = P (X ∈ B) ∀B ∈ Rk

13



Définition 2.11 (Loi marginale) La loi d’un Xi est une loi marginale de µX .
Prenons par exemple X1, X2, X3 ∈ R× R× R, alors :

P (X2 ∈ A) = P (X1 ∈ R, X2 ∈ A,X3 ∈ R)
= P (X ∈ R×A× R)
= µX(R×A× R)

Cas discret

p(X2) =
∑
x1∈D1

∑
x3∈D3

pX(x1, x2, x3)

car
∑
x2∈A p(x2) = 1.

Cas continu

p(x2 ∈ A) =
∫
A

(∫
R

∫
R
f(x1, x2, x3)dx1)dx3

)
dx2

=
∫
A

g(x2)dx2

avec g la densité de la loi de X2.

Exemple Si X,Y sont défini pour a < x, y < b avec comme loi jointe fX,Y (x, y)
alors les lois marginales sont données par :

fX(x) =
∫ b

a

fX,Y (x, y)dy fY (y) =
∫ b

a

fX,Y (x, y)dx

Remarque La loi jointe contient plus d’information que toutes les lois margi-
nales. On peut trouver les lois marginales avec la loi jointe, mais pas le contraire.
Ce n’est le cas que pour des variables aléatoires indépendantes dans quel cas :

P (X = k, Y = l) = P (X = k)P (Y = l) cas discret
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) cas continu

Théorème 2.1 Les variables aléatoires continues (ou discrètes) X et Y sont
indépendantes si et seulement si la densité de la loi jointe peut-être exprimée
sous la forme :

fX,Y (x, y) = h(x)g(y) −∞ < x, y <∞

Exemple Si la loi jointe de X et Y est donnée par :

f(x, y) =
{

2e−2xe−3y si 0 < x, y <∞
0 sinon

alors clairement X et Y sont indépendantes. Toutefois dans le cas où la loi jointe
de X et Y est :

f(x, y) =
{

24xy si 0 < x, y <∞
0 sinon

14



alors en posant :

I(x, y) =
{

1 si 0 < x, y < 1, 0 < x+ y < 1
0 sinon

alors la loi jointe prends la forme :

f(x, y) = 24xyI(x, y)

qui ne peut pas être factorisée en un terme qui ne dépends que de x et un autre
qui ne dépends que de y. En d’autres termes le domaine où f(x, y) 6= 0 n’est pas
du type A×B avec A,B ⊂ R.

Définition 2.12 (Modèle minimal) Utilise uniquement l’information a dis-
position :

1. code le résultat d’une expérience aléatoire avec des valeursX = (X1, . . . , Xn)
des n X1, . . . , Xn.

2. la mesure de probabilité est donnée par la loi jointe µX .

Définition 2.13 (Variables aléatoires indépendantes (Important !)) Les
variables X1, . . . , Xk sont indépendantes si :

µX1,...,Xk(B1 . . . Bk) = µX1(B1) . . . µXk(Bk)

Proposition 2.6 Les variables aléatoires X1, . . . , Xk sont indépendantes si :

P (X1 < t1, . . . , Xk < tk) = P (X1 < t1) . . . P (Xk < tk)

2.4 Nouvelles variables aléatoires à partir de X1, . . . , Xk

Soit φ : R → R et X une variable aléatoire rélle. Définissons une nouvelle
variable aléatoire Y = φ(X).

Proposition 2.7 (Cas discret) Supposons :
1. X discrète
2. D ⊂ R tel que :

(a) q(x) ≥ 0 avec q(x) une notation pour P (X = x)
(b)

∑
x∈D q(x) = 1

alors
P (Y = y) =

∑
x∈D\φ(x)=y

P (X = x)

Proposition 2.8 (Cas continu) Supposons φ strictement monotone de classe
C1 et que la loi de probabilité de X est donnée par la densité de probabilité fX ,
alors :

fY (y) = fX(φ−1(y))
∣∣∣∣dφ−1(y)

dy

∣∣∣∣
Proposition 2.9 Soit k fonctions φi : R → R et k variables aléatoires Xi.
Posons Yi = φi(Xi), alors les k variables aléatoires Yi sont aussi indépendantes.
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Exemple Connaissant la loi jointe de X et Y

fX,Y (x, y) =
{
e−(x+y) 0 < x <∞, 0 < y <∞
0 sinon

il est possible de calculer par exemple la densité de Z = X
Y . Calculons la fonction

de répartition de Z :

FZ(t) = P

(
X

Y
≤ t
)

=
∫∫

x
y≤t

f(x, y)dxdy

=
∫ ∞

0

dy
∫ yt

0

f(x, y)dx

=
∫ ∞

0

dy
∫ yt

0

e−(x+y)dx

=
∫ ∞

0

e−ydy
∫ yt

0

e−xdx

=
∫ ∞

0

e−y
[
−e−x

]yt
0

dy

=
∫ ∞

0

e−y(1− e−yt)dy

=
[
−e−y +

1
1 + t

e−y(1+t)

]∞
0

= 1− 1
1 + t

donc la densité de X/Y est :

fX/Y (t) =
dFX/Y (t)

dt
=

1
(1 + t)2

Définition 2.14 (Convolution) La densité d’une somme de v.a. indépendantes
est obtenue par convolution. La convolution de :

fX+Y (a) =
∫ ∞
−∞

fX(a− y)fY (y)dy

Exemple Supposons X et Y indépendantes et calculons la densité de X + Y .

FX+Y (t) = P (X + Y ≤ t) =
∫∫
{(x,y)∈R2:x+y≤t}

fX+Y (x, y)dxdy

=
ind.====

∫ ∞
−∞

dx
∫ t−x

−∞
fX(x)fY (y)dy

=
∫ ∞
−∞

fX(x)dx
∫ t−x

−∞
fY (y)dy

d’où

fX+Y (t) =
dFX+Y (t)

t
=
∫ ∞
−∞

fX(x)dxfY (t− x)
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Remarque Dans le cas discret (loi de Poisson, loi Binomiale), on calcule :

P (X + Y = k) =
n∑
i=0

P (X = i, Y = k − i) =
n∑
i=0

P (Y = k − i) = . . .

2.5 Espérance

L’espérance et la variance (Section 2.6) sont deux parametres réel qui per-
mettent de caracteriser la loi d’une variable aléatoire.

Définition 2.15 (Espérance) Intuitivement l’espérance est la moyenne de X,
c’est un paramètre de position. Si

∑
x/p(x)>0 xp(x) <∞ alors l’espérance de de

la variable aléatoire X, notée E[X] est définie par :

E[X] =
∑
x

xp(x)

ou dans le cas continu, si
∫
xp(x)dx <∞ alors

E[X] =
∫ ∞
−∞

xp(x)dx

et dans le cas général, en suppossant X ∈ C1 continue par morceaux vérifiant∑
x/p(x)>0 xp(x) <∞ et

∫
|g(x)|p(x)dx <∞ l’espérance est définie par :

E[X] =
∑
x

xp(x) +
∫ ∞
−∞

xp(x)dx

Remarque L’espérance n’est pas toujours définie. C’est le cas pour une distri-
bution de Cauchy 2.3

Théorème 2.2 Soit
1. X une variable aléatoire,
2. φ : R→ R
3. soit fX la fonction de répartition de X.
4.
∫
φ(x)fX(x)dx <∞

alors l’espérance de Y := φ(X) est donnée par :

E[Y ] =
∫

R
φ(x)fX(x)dx

Proposition 2.10 Soit X et Y deux variables aléatoires telles que E(X) et
E(Y ) existent, alors :

1. E(X) existe si et seulement si E(|X|) existe.
2. linéarité de l’espérance : pour tout c ∈ R, E[cX] = cE[X] et E[X + Y ] = E[X] + E[Y ].
3. si X > 0 alors E[X] > 0
4. X ≤ Y alors E(X) ≤ E(Y )
5. |E[X]| ≤ E[|X|]
6. soitX et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors E[XY ] = E[X]E[Y ]

Théorème 2.3 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles et g : R2 → R une
application. Définissons une nouvelle variable aléatoire g(X,Y ) avec :
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dans le cas discret
∑
x∈DX

∑
y∈DY |g(x, y)|P (X = x, Y = y) <∞ alors

E(g(X,Y )) =
∑
x∈DX

∑
y∈DY

g(x, y)P (X = x, Y = y)

et dans le cas continu
∫∫

R2 |g(x, y)|fX,Y dxdy <∞ alors

E(g(X,Y )) =
∫∫

R2
g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy

Exemple Soit X et Y deux variables aléatoires continues, Z = g(X,Y ) = XY ,
alors

E(Z) = E(XY ) =
∫

R2
xyfX,Y dxdy

et si X et Y sont indépendantes :

E(XY ) =
∫

R
xfX(x)dx

∫
R
yfY (y)dy = E(X)E(Y )

Remarque Si les variables aléatoires sont indépendantes alors
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) implique E(XY ) = E(X)E(Y ). L’implication inverse est
fausse.

2.6 Variance

Définition 2.16 (Variance) SoitX une variable aléatoire. Si Y = (X − E(X))2

possède une espérance, alors la variance de X, notée V ar(X) est définie par ;

V ar(X) = E[Y ] = E[(X − E[X])2] = E[X2]− (E[X])2

Définition 2.17 (Covariance) Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. La
covariance de X1 et X2 est :

Cov(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2)

Si Cov(X1, X2) = 0 on dit que X1 et X2 sont non-corrélées.

Remarque La variance est un paramètre de dispersion qui n’est pas toujours
défini.

Proposition 2.11

V ar(aX + b) = a2V ar(X) ∀a, b ∈ R
V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2cov(X,Y )

Remarque Pour deux v.a. indépendantes la variance de la somme est la somme
des variances car l’indépendance donne E(XY ) = E(X)E(Y ) donc Cov(X,Y ) = 0
alors V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y )

Définition 2.18 (Écart type) L’écart-type, noté σ(x) est défini par :

σ(x) =
√
V ar(X)
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2.7 Inégalité de Markov et Chebyshev

Théorème 2.4 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire non-
négative, alors pour tout a > 0,

P (|X| ≥ a) ≤ E(|X|)
a

Exemple Le nombre de pièces fabriquées dans une usine décrit une variable
aléatoire X d’espérance E(X) = 50. Quelle est la probabilité que la production
dépasse 75 ?

P (X > 75) ≤ E(X)
75

=
2
3

Théorème 2.5 (Inégalité de Chebyshev)

P
(
(X − E[X]) ≥ a

)
≤ V ar(X)

a2

Exemple Le nombre de pièces fabriquées dans une usine décrit une variable
aléatoire X de variance V ar(X) = 25 et d’espérance E(X) = 50. Quelle est la
probabilité que la production se situe entre 40 et 60 ?

P (|X − E(X)) ≥ 10) ≤ 25
102

=
1
4
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Chapitre 3

Somme de variables
aléatoires

3.1 Limite des événements rares

Théorème 3.1 Soit A1, . . . , An n évnements indépendants avec P (Ai) = pi,
0 < pi < 1 (plus les pi sont petit plus le théorème est puissant). Posons Xi

l’indicatrice de Ai(Xi = 1 si Ai est réalisé, 0 sinon) et Sn = X1 + . . .+Xn qui
compte le nombre d’événements réalisés, supposons X1, . . . , Xn indépendants.

Soit Z(n) une variable aléatoire de Poisson de paramètres λ = p1 + . . .+ pn.
Alors pour tout j ∈ {1, . . . , n}. On peut estimer le nombre de Ai qui se sont
réalisé avec :

|P (Sn)− P (Z(n))| ≤
n∑
i=1

p2
i

Exemple Utilisons le théorème 3.1 pour quantifier l’erreur commise lors de l’ap-
proximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson de paramètre λ = np = q
(Z ∼ Πnp).

Prenons pi = q
n pour tout i ∈ J = {1, . . . , n} alors :

n∑
i=1

p2
i = np2 = n

q2

n2
=
q2

n

alors :

|P (Sn ∈ J)− P (Z ∈ J)| ≤ q2

n

Définition 3.1 (Indépendantes identiquements distribuées(iid)) SoitX1, . . . , Xn

n variables aléatoires. Elles sont dites indépendantes identiquements distribuées
si les Xi sont indépendantes et ont la même loi.

3.2 Loi des grands nombres

Dans la suite on s’interesse à la situation suivante : soit a1 < . . . < an une
suite de nombre réels tels que limn→∞ an =∞ et une variable aléatoire définie
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comme :
X1 +X2 + . . .+Xn

an

avec an = n pour l’échelle macroscopique et an =
√
n pour l’échelle microsco-

pique.

Théorème 3.2 (Loi Faible des Grands Nombres) Correspond au cas an = n.
Soit X1, X2, . . . une suite de v.a. i.i.d. alors pour tout ε > 0 :

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Xi − E(Xi)

∣∣∣∣∣ > ε

)
→ 0

Exemple Si Xi sont i.i.d. v.a. de Bernouilli de paramètre p (p(xi = 1) = p et
p(xi = 0) = 1− p). Soit A tel que P (A) = p et Xi = JA où i designe le ie tour
de l’expérience, alors :∑n

i=1 xi
n

= fréquence de A

=
nombre de réalisations de A pendant n répétitions

n

donc “la fréquence d’un événement est proche de sa probabilité lorsque n est
grand.”

Théorème 3.3 (Loi Forte des Grands Nombres) SoitX1, . . . , Xn i.i.d. d’espérance
µ alors :

P

(
lim
n→∞

X1 + . . .+Xn

n
= µ

)
= 1

3.3 Principe de la méthode de Monte-Carlo

3.3.1 But

Soit f ∈ C0 : [0, 1]d → R et c une constante telle que supk|f(tk)| = c. Le
but est de calculer numériquement :

I =
∫

[0,1]d
f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd

3.3.2 Méthode

1. On divise [0, 1]d en rd cubes de volumes 1
rd

2. On numérote chaque cube A = {1, . . . , rd}
3. Soit Sk le centre du cube k.
4. On définit la somme de Riemann I =

∑
k f(Sk) 1

rd

5. l’idée est d’interpreter I comme l’espérance d’une variable aléatoire Y

Y : A→ R
k 7→ f(Sk)

soit I =
∑
k Y (k)P (k) =

∑
k f(Sk) 1

rd
= E(Y ).
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6. On choisit au hazard un cube et on évalue Y en k.

7. On répète alors n fois l’expérience de manière indépendante et on obtient
ω = (ω1, . . . , ωn).

8. On considère chaque expérience comme une variable aléatoire indépendantes
des autres et identiquement distribuées en posant Xj(ω) = Y (ωj) d’où :

1
n

(X1(ω) + . . .+Xn(ω) =
1
n

(Y (ω1) + . . .+ Y (ωn))

9. la Loi des Grands Nombres donne :

lim
n→∞

P

([
1
n

(X1 + . . .+Xn)− I
]
≥ ε
)

= 0

10. finalement on fait une estimation de l’erreur à l’aide de l’inégalité de Che-
byshev. Si V ar(Xi) existe alors

V ar

(
1
n

(X1 + . . .+Xn)
)

=
1
n2
nV ar(Xi)

=
V ar(Xi)

n

or V ar(Xi) = V ar(Yi) = E(Y 2) − E(Y )2 ≤ c2 donc d’après l’inégalité de
Chebychev :

P

([
1
n

(X1 + . . .+Xn)− I
]
≥ ε
)
≤ 1
n

V ar(Y )
ε2

≤ c2

nε2

3.4 Inégalité de Hoeffding

L’inégalité de Hoeffding permet d’estimer la probabilité qu’une somme de
v.a. indépendante prenne une valeur qui s’ecarte de la somme des espérance.
C’est une généralisation de la Loi des Grands Nombres (puisque les v.a. n’ont
pas besoin d’être i.i.d.).

Théorème 3.4 (Inégalité de Hoeffding) SoitX1, X2, . . . des variables aléatoires.
Pour tout i ∈ N, il existe ai < bi tel que ai < Xi − E(X) < bi alors pour tout
c > 0 :

P

([
n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

E(Xi)

]
≥ c

)
≤ exp

(
−2c2∑n

i=1(bi − ai)2

)
Remarque Si :

P

(
n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

E(Xi) ≤ −c

)
⇔ P

(
n∑
i=1

(−Xi)−
n∑
i=1

E(−Xi) ≥ c

)

alors :

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

E(Xi)

∣∣∣∣∣ ≥ c
)
≤ 2exp

(
−2c2∑n

i=1(bi − ai)2

)
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Remarque Soit X1, X2, . . . des v.a. i.i.d. . Alors il est possible de donner une
meilleure approximation de la Loi des Grands Nombres (Théorème 3.3), par :

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣∣ ≥ ε
)
≤ 2exp

(
−2ε2n

(b− a)2

)
Définition 3.2 (Mediane) Soit X une variable aléatoire avec FX sa fonction
de répartition supposée continue. La médiane est la valeur m pour laquelle
FX(m) = 1

2 . Le point m vérifie donc :

P (x ≤ m) = P (x ≥ m) =
1
2

3.5 Marche aléatoire sur Z
Le marcheur part de l’origine et à chaque pas de temps on lance un pièce de

monnaie (équilibrée : P (“pile′′) = P (“face′′) = 1
2 ). Pour “pile” il fait un pas à

droite et pour face un à gauche. Intoduisons la variable aléatoire Xk véfirifant
P (Xk = 1) = P (Xk = −1) = 1

2 . Supposons X1, . . . , Xn indépendantes et
indentiquement distribuées. Donc l’éspérance E(X) = 0. Posons Sn =

∑n
i=1Xi

la position du marcheur après n pas. Définissons l’ensemble fondamental par :

Ωn = {ω = (ω1, . . . , ωn), ωn la position du marcheur au temps n}
= {les marches possibles après n lancés si ω0 = 0}

Sur cet espace de probabilité Xk(ω) = ω(k) − ω(k − 1) pour k = 1, . . . , n.
Supposons toute les marches équiprobables

P ({ω}) =
1
2n

ω ∈ Ωn

et donc l’inégalité de Hoeffding (Théorème 3.4) donne :

P (Sn ≥ c) ≤ exp
(
−2c2

4n

)
la probabilité de retrouver le marcheur à droite de c au temps n.

Proposition 3.1 (Différentes échelles) Avec le choix de c, il est possible de
considérer différentes échelles en posant c = tnα avec t ∈ [0, 1] :

1. α ∈ R+ (cas général)

P (Sn ≥ tn) ≤ e− t
2n2α−1

2

2. α = 1 (l’échelle macroscopique)

P (Sn ≥ tn) ≤ e− 2t2n2
4n = e−

nt2
2

donc macroscopiquement le marcheur ne bouge pas.

3. α = 1/2 i.e. c =
√
nt

P (Sn ≥ t
√
n) ≤ e− t

2
2
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3.6 L’échelle macroscopique α = 1

Définition 3.3 (Retour à l’origine) Le retour à l’origine au temps 2n est
l’évenement {S2n = 0}. Posons

U2n := P (S2n = 0) =
(

2n
n

)
1

22n
(3.1)

or la formule de Stirling approxime n! par :

n! ≈
√

2πnnne−n

donc l’Eq. 3.1 devient :

U2n ≈
√

2π2n(2n)2ne2n

(
√

2πnnne−n)2
=
√

2π2n
2πn

=
1√
πn

n→∞−−−−→ 0

donc pour n grands, le retour à l’origine est peu probable.

Définition 3.4 (Premier retour à l’origine) Le premier retour à l’origine
au temps 2n est l’évenements {S2 6= 0, S4 6= 0, . . . , S2n = 0}. On peut montrer
que P (S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0) = U2n. Ainsi on trouve :

f2n = P (S2 6= 0, . . . , S2n = 0)
= P (S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0) + P (S2 6= 0, . . . , S2n = 0)− P (S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0)
= P (S2 6= 0, . . . , S2n−2 6= 0)− P (S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0)
= U2n−2 − U2n

=
(2n− 2)!

(n− 1)!(n− 1)!
1

22n−2
− U2n

=
(

2n
2n− 1

− 1
)
U2n

=
U2n

2n− 1

≈ 1
n3/2

donc le nombres de cas total augmente plus vite que le nombre de cas favorables.

Proposition 3.2 (Probabilité du retour à l’origine) La marche dans Z est
réccurente car la probabilité que le marcheur revienne à l’origine est de 1 :

P (“marcheur retourn à l’origine”) =
∑
k≥1

f2k

=
∑
k≥1

(U2k−2 − U2k)

= U0

= 1

Donc la marche aléatoire est réccurente sur Z.
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Proposition 3.3 (Temps du premier retour à l’origine) Définissons la va-
riable aléatoire T par :

T (w) := “temps du premier retour à l’origine”
= min(k ≤ 2n|Sk(w) = 0)

Si le nombre de pas est impair, la probabilité d’un retour à l’origine est nulle :

P (T = 2k + 1) = 0

mais si le nombre de pas est pair alors la probabilité du premier retour à l’origine
est :

P (T = 2k) = f2k

T n’as pas d’espérance car :∑
k=1

2kP (T = 2k) =∞

Proposition 3.4 (Temps du dernier retour à l’origine) Le temps du der-
nier retour à l’origine est :

Z2n(w) := max{k ≤ 2n|Sk(w) = 0}

La probabilité du dernier retour à l’origine est donnée par :

P (Z2n = 2k) = P (S2k=0, S2k+1 6= 0, . . . , S2n 6= 0)
= P (S2k+1 6= 0, . . . , S2n 6= 0|S2k = 0)P (S2k = 0)
= U2kU2n−2k

=
1√
πk

1√
π(n− k)

=
1

π
√
k(n− k)

=
1
πn

1√
k
n

(
1− k

n

)
Pour avoir une meilleur idée de la probabilité de revenir à l’origine en fonction

du temps, introduisons la densité de probabilité sur [0, 1] :

f(x) =


0 x ≤ 0

1
π

1√
x(1−x)

0 ≤ x ≤ 1

1 x ≥ 1

Par intégration on obtient la fonction de répartition :

F (t) =
∫ t

0

f(s)ds =
2
π
asin(

√
t)

Exemple Par exemple, pour t = 1
40 la probabilité d’un retour à l’origine est

F ( 1
40 ) = 1

10 .

25



Lemme 3.1 (Principe du mirroir) Soit a et b deux entiers strictement po-
sitifs et m < n deux entiers. Alors le nombre de chemins de (m, a) à (n, b) et
touchant l’axe des abscisses est exactement le nombre de chemin de (m, a) à
(n,−b).

Lemme 3.2

P (Sk 6= 0, k = 1, 2, . . . , 2n) = U2n

3.7 L’échelle an =
√
n et le Théorème de Moivre-

Laplace

Théorème 3.5 (Moivre-Laplace) Soit Xk des v.a. de Bernouilli i.i.d. de pa-
ramètre p, Sn =

∑
iXi Pour tout −∞ < a < b <∞ :

lim
n→∞

P

(
a <

Sn − np√
np(1− p)

< b

)
= Φ(b)− Φ(a) =

∫ b

a

1√
2π
e
−t2
2 dt

Remarque Le théorème de Moivre-Laplace n’est qu’un cas particulier du théorème
de la limite Centrale

Exemple Considérons 100 jets d’un piece de monaie équilibrée avec Xi la va-
riable aléatoire associée.

E(Xi) =
1
2

V ar(Xi) =
1
4

et pour 100 jets l’espérance et la racine de la variance de la somme sont donnés
par :

E(S100) = 100 · 1
2

= 50
√
V ar(S100) =

√
100 · 1

4
= 5

et donc la probabilité que la somme se trouve dans l’intervale [50 − 5; 50 + 5]
est :

p([50− 5; 50 + 5]) = 0.68

et la probabilité que la somme se trouve dans l’intervalle [50− 3.5; 50 + 3.5] est

p([50− 15; 50 + 15]) = 0.997

Proposition 3.5 (Théorème de Moivre et marche aléatoire) Posons Yi = hXi

h est juste un facteur d’échelle, au lieu de faires des pas de 1, ils sont de h.
Définissons Sn = X1 + . . . + Xn, S̃n = Y1 + . . . + Yn la position du mar-
cheur à l’instant t = nτ avec τ le pas de temps. Alors E(S̃n) = 0 et E(S̃2

n) =
E((“dist. à l’origine”)2) = nE(Y 2

i ) = nh2. Imposons une limite à h :

nh2 = Dt

avec D = h2

τ . Alors lorsque n tends à l’infini, pour t et D fixé :

τ → 0

⇒ h =

√
Dt

n
→ 0

⇒ α

τ
→∞
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et le théorème de Moivre-Laplace donne la probabilité que le marcheur se situe
à une distance inférieure à η de l’origine :

P (S̃n ≤ η) = P

(
Sn√
n
≤ η√

Dt

)
=

∫ η√
Dt

−∞

1√
2π
e−

S2
n
2

=
1√

2πtD

∫ η

−∞
e−

u2
2tD du

3.8 Théorème de la Limite Centrale (TLC)

Théorème 3.6 (Limite Centrale) La somme d’un grand nombre de v.a. i.i.d.
tends vers une loi normale.

Soit X1, X2, . . . des v.a. i.i.d. d’espérance µ et de variance σ2 avec σ2 <∞,
alors :

lim
n→∞

P

(
Sn − E(Sn)√
V ar(Sn)

≤ a

)
= Φ(a) =

1√
2π

∫ a

−∞
e
−t2
2 dt

Remarque Le Théorème de la Limite Centrale caractérise “ce qui se passe
autour de l’espérance de la somme” alors que la Loi des Grands Nombres ca-
ractérise “ce qui se passe à des distances supérieurs à nε de l’espérance de la
somme”

Théorème 3.7 (Estimation de Berry-Esseen) Si, de plus, E(|Xi − µ|3) <∞,
alors l’estimation de Berry-Esseen permet de quantifier la qualité de l’approxi-
mation du T.L.C. :

sup
t∈R

∣∣∣∣∣ lim
n→∞

P

(
1√
πσ2

n∑
i=1

(Xi − µ) ≤ a

)
− 1√

2π

∫ a

−∞
e
−t2
2 dt

∣∣∣∣∣ ≤ E(|Xi − µ|3)
σ3
√
n

3.9 Convergence faible

Définition 3.5 (Point de continuité) t est un point de continuité de F si et
seulement si il n’y a pas de “sauts” en t :

F (t−) = Ft

la continuité “à droite” est garantie par la définition de la fonction de répartition.

Définition 3.6 (Convergence faible d’une suite de fonctions de répartitions)
Une suite de fonctions de répartitions Fn converge faiblement vers la fonction
de répartition F si pour tout point de continuité t on a :

lim
n→∞

Fn(t) = F (t)

Proposition 3.6 Soit X une variable aléatoire constante P (X = a) = 1. Alors
les 2 affirmations suivantes sont équivalentes :

∀ε > 0 lim
n→∞

P (|Xn − a|) ≥ ε) = 0⇔ Xn
L−→ X

avec L−→ signifiant “converge en loi vers”.
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Remarque On peut formuler la Loi des Grands Nombres ainsi : X1, X2, . . .
i.i.d. avec E(Xi) = µ, alors :

1
n

(X1 + . . .+Xn) L−→ µ

Exemple Soit Xn ∼ Fn. Supposons E(Xn) = µn et V ar(Xn) = σ2 tels que

1. limn→∞ µn = µ

2. limn→∞ σ2
n = 0

et un v.a. Z constante tel que P (Z = µ) = 1 alors :

Xn
L−→ Z

et
lim
n→∞

P (|Xn − µ|) ≥ ε) = 0

et s’il existe φ ∈ C0 : R → R bornée alors :

lim
n→∞

E(φ(Xn) = E(φ(Z)) = φ(µ)
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Chapitre 4

Statistiques

4.1 Exemples de Modèles Statistiques

4.1.1 Modèle de l’urne

Considérons une urne avec N boules dont R rouges (les autres sont blanches)
et une expérience aléatoire au cours de laquelle on tire n boules (Ω = {0, 1, . . . , n}).
La probabilité de tirer r boules rouges est donnée par la loi Hypergéométrique :

H(n,R,N)(r) =

(
N −R
n− r

)(
R
r

)
(
N
r

)
Considérons deux cas :

1. On connait N mais pas R et le but est d’estimer R à l’aide d’une expérience
aléatoire. Soit θ = R le paramètre inconnu avec θ ∈ Θ = {0, 1, . . . , n}. On
considère donc la famille de mesure de probabilité H(n, θ,N) = Pθ et
l’expérience aléatoire est de tirer n boules (1 ≤ n ≤ N) ce qui donne une
estimation du nombre de boules rouges :

Restimé =
[
Nr

n

]
2. Jeu inverse : on connait la taille de la sous-population R et on veut estimer
N à l’aide d’une expérience aléatoire. On a donc θ = N avec θ ∈ Θ =
{R,R+ 1, R+ 2, . . .} et Pθ(r) = H(n,R, θ)(r) d’ou :

Nestimé =
[
nR

r

]
4.1.2 Mesure d’une grandeur scalaire

Définition 4.1 (Modèle statistique) Chaque observation xi d’une expérience
est considérée comme la réalisation d’une variable aléatoire Xi dont la distribu-
tion est partiellement inconnue. La variable aléatoire Xi peut être écrite comme

Xi = µ+ Zi
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avec µ la vraie valeur de la mesure et Zi une variable aléatoire qui modélise
l’erreur.

Définition 4.2 (Erreur systématiques et accidentelles) Il est possible de
distinguer deux types d’erreurs :

1. systématiques : l’erreur est toujours la même pour les mêmes conditions
expérimentales. En l’absence d’erreur systèmatiques E(Zi) = 0

2. accidentelles : erreur aléatoire. En absence d’erreur aléatoire V ar(Zi) = σ2 = 0.

Exemple Si pour une expérience on jette une pièce et on regarde si le résultat
est pile, alors on modèlise les jets par une loi de Bernoulli.

Remarque Une fois le choix du modèle réalisé il reste à évaluer les différents
paramètres manquant pour connaitre la distribution de la variable aléatoire.

Proposition 4.1 (Méthode des moindres carrés) (le but est d’estimer m
et σ2). Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn le vecteur observation contenant l’ensemble
des mesures d’une grandeur scalaire m. Si les mesures effectuées étaient parfaite,
le vecteur observation aurait la forme

m = (m∗, . . . ,m∗) = m∗(1, . . . , 1) := m∗d

On estime m en cherchant le vecteur m = (m, . . . ,m) tel que dist(m,x) est
minimale ce qui revient a minimiser

n∑
i=1

(xi −m)2

On projette donc x sur d :

(m, . . . ,m) = 〈x, d√
n
〉 d√

n
=

1
n

n∑
i

xid = m̂(x) = x̄

Donc dans le cas de v.a. i.i.d. non-corrélées d’espérance m et de variance σ2

X̂ =
1
n

(X1, . . . , Xn) S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̂)2

estiment respectivement m et σ2.

4.2 Estimation Statistique : Modèle de Gauss-
Laplace

Supposons Xi = µ+ Zi avec Zi ∼ N(0, 1) et les Xi indépendants et identi-
quement distribués, µ est inconnu.

Définition 4.3 (Modèle statistique) Un modèle statistique est un quadru-
plet (Ω,F , Pθ,Θ) ou Pθ est la famille de mesures de probabilités avec θ comme
paramètre et Θ est l’ensemble de définition de θ.
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Définition 4.4 (Modèle de Gauss) On utilise le modèle minimal, c’est -à-
dire Ω = Σ l’espace des échantillons. A chaque θ est associé une mesure de
probabilité Pθ, la loi jointe des X1, . . . , Xn, dont la densité est :

fθ(x) =
(

1√
2πσ2

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − θ)2

)
Définition 4.5 (Estimateur ou statistique) Un estimateur de θ est une ap-
plication Tn de En dans F qui à un échantillon (X1, . . . , Xn) de loi Pθ associe
une variable aléatoire réelle dont on peut déterminer la loi de probabilité.

Exemple Si la piece est biaisée p = 2
3 et que le résultat de 5 lancés est

{1, 1, 0, 1, 0} alors l’estimateur du nombres de “pile” est p̂ = 3
5 . Donc p̂ ≈ p

mais ils ne sont pas égaux.

Proposition 4.2 La valeur d’un estimateur est aléatoire.

Définition 4.6 (Distribution d’échantillonage) La loi de θ̂ est la distribu-
tion d’échantillonage.

Remarque Pour chaque valeur du paramètre il existe une distribution d’échantillonage
associée.

Définition 4.7 (Biais d’un estimateur) Le biais d’un estimateur θ̂ est défini
par :

b(θ) = Eθ(θ̂)− θ

avec Eθ l’espérance calculée en supposant θ la vraie valeur de θ̂.

Proposition 4.3 Un estimateur est dit non-biaisé si et seulement si b(θ) = 0.

Définition 4.8 (Carré moyen d’erreur) Le carré de l’erreur d’un estima-
teur est défini par (θ − θ̂)2. L’espérance du carré de l’erreur est le carré moyen
d’erreur, CME, définit par :

CMEθ(θ̂) = Eθ((θ − θ̂)2)

Proposition 4.4
Eθ((θ − θ̂)2) = V arθ(θ̂) + b2(θ)

Définition 4.9 (Meilleur estimateur) Si θ̂1 et θ̂2 sont deux estimateurs non-
biaisés pour un même paramètre θ alors on dit que θ̂1 est un meilleur estimateur
que θ̂2 si

V arθ(θ̂1) < V arθ(θ̂2)

Exemple Dans le modèl de Gauss x̄ = 1
n (X1 + . . . + Xn) est un estimateur

non biaisé de m. La loi de X̄ = m̂ (i.e. la distribution d’échantillonage) est
N
(
m, σ

2

n

)
.

Définition 4.10 (Fonction de vraissemblance) Considérons le cas où la fa-
mille de mesures de probabilités de Pθ est donnée par f(x, θ). Pour θ fixé on
défini alors la fonction de vraisemblance :

Lx(θ) : θ 7→ f(x, θ)
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Définition 4.11 (Estimateur de maximum de vraissemblance) L’idée est
de choisir, pour un x donné, le θ qui rend maximale la probabilité. θ̂ est un es-
timateur de maximum de vraisemblance si et seulement si :

Lx(θ̂) ≥ Lx(θ) ∀θ ∈ Θ

avec Θ l’essemble de valeurs possible de θ.

Exemple Pour le modèle de Gauss avec σ2 connu, il reste à définir le paramètre
θ = m. On étudie :

m 7→ ln(LX(θ))

on cherche le m qui extremise cette expression :

d

dm
ln(LX(θ)) = 0

implique que l’estimateur de maximum de vraisemblance est m̂(X) = 1
n

∑n
i=1 xj

Définition 4.12 (Loi du χ2) Soit Z1, . . . , Zn n v.a. i.i.d. avec Zi ∼ N(0, 1).
Par définition la loi

∑
k Z

2
i est celle du χ2

n.

Théorème 4.1 Si X1, . . . , Xn sont i.i.d. et Xi ∼ N(m,σ2),

m̂ = X̄ :=
1
n

(X1, . . . , Xn) S2 :=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

alors

1. X̄ ∼ N
(
m, σ

2

n

)
2. S2 et X̄ sont indépendants.

3. E(m,σ2)(S2) = σ2 ∼ χ2 à n− 1 degrés de libertés, notée χ2
n−1.

4.3 Intervalle de confiance

Dans le modèle de Gauss que signifiem = x̄n± sn(x)√
n

? Pour chaque échantillon
on défini un intervalle de confiance.

Définition 4.13 (Intervalle de confiance de niveau 1 − α) Soit α > 0 pe-
tit (typiquement 0.05). Un intervalle de confiance de niveau 1−α est défini par
deux variables aléatoires T+ et T− de Σ→ Θ = R tel que pour tout θ ∈ Θ :

Pθ (θ ∈ [T−(X), T+(X)]) = 1− α (4.1)

Remarque Le paramètre m n’est pas aléatoire.

Remarque L’équation 4.1 est vraie pour tout m et σ2, en particulier pour leurs
vraies valeurs (inconnues).

Remarque La Loi des Grands Nombres implique que si on répète n fois l’expérience
95% des intervals I(x) contiennent la vraie valeur du paramètre m.
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Définition 4.14 (Loi de Student) Si X1, . . . , Xn v.a. i.i.d avec Xi ∼ N(0, 1)
alors la v.a.

Tn :=
√
n(X̄n −m)

Sn
à une loi de Student tn−1 à n− 1 degrés de liberté.

Théorème 4.2 Si X1, . . . , Xn v.a. i.i.d. et E(Xi) = m, V ar(Xi) = σ2 alors la
v.a. Tn converge faiblement vers une v.a. Z ∼ N(0, 1).

Proposition 4.5 (Construction de l’intervalle de confiance) On dispose
de n mesures d’une quantité µ :

yi = µ+ εi ∀i = 1, . . . , n

et nous supposons les εi iid ∼ N(0, 1). La moyenne µ̄ est un estimateur de µ.
σ2 est connu

X̄n −m√
V ar(X̄n)

à une loi N(0,1). En posant Z =
√
n(X̄n−m)

σ

P(m,σ2)

(
Z ∈

[
q
(α

2

)
, q
(

1− α

2

)[)
= 1− α

= p
(
|Z| ≤ q(1− α

2
)
)

si α = 0.05, q(1− α
2 ) = 1.96 et m = Xn ± 1.96 σ√

n
.

σ2 inconnu Si σ2 n’est pas connu on utilise les estimations :

X̄ =
1
n

(X1 + . . .+Xn) S2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄)2

qui permettent de définir la loi de student à n−1 degré de liberté Tn =
√
n |X̄−µ|S .

Ainsi il est possible de construire l’intervalle de confiance pour le pa-
ramètre θ = µ pour α donné comme :

Pθ

(
|Tn| ≤ qtn−1(1− α

2

)
= 1− α

⇔ Pθ

({
x : θ ∈

[
X̄(x)± S(x)√

n
qtn−1

(
1− α

2

)]})
= 1− α

Exemple On a mesuré la longueur de huit cylindres, les résultats sont :

29.4 30.8 30.6 31.5 32.1 31.7 30.3 30.8

La moyenne est µ = 30.90 et l’écart-type s = 0.86. L’intervalle est donc de
confiance au niveau 1− α avec α− 0.025 est :

I± = µ± s√
n
qt7(0.975) = 30.90± 0.86√

8
∗ 2.365

Donc la probabilité que l’intervalle [30.18, 31.62] recouvre la vraie valeur de µ
est de 0.975.

Remarque Les intervalles sont aléatoires et la probabilité que ces intervalles
aléatoires couvrent la vraie valeur du paramètre lorsqu’on répète l’expérience
est de 0.95 (pour α = 0.05).

33



4.4 Notion de test

Les observations (x1, . . . , xn) sont des réalisations indépendantes et inden-
tiquement distribuées selon une loi sous-jacente connue à l’exception d’un pa-
ramètre θ. L’hypothèse nulle correspond l̀a valeur du paramètre supposée exacte.

Définition 4.15 (p-valeur) Soit Sobs. la valeur observée d’un score lors d’une
expérience. La probabilité

PsousH0 = {S plus extrême que Sobs}

est dite la p-valeur du test. On rejette H0 si et seulement si la valeur du test
est inférieur à 5%.

Marche à suivre pour un test de signification à un niveau 5%.

1. Formulation de l’hypothèse H0.

2. choix d’un score de test S et calcul de la valeur observée de ce score Sobs.

3. calcul de la p-valeur

4. rejeter l’hypothèse si la p-valeur est inférieur à 5%.

Définition 4.16 (Erreur de première et seconde espèce) Si l’on rejetteH0

car on a observé un évenement x ∈ R alors que H0 était vrai, on fait une erreur
de première espèce.
Si l’on ne rejette pas H0 alors que l’hypothèse était fausse, on commet une
erreur de seconde espèce.

Théorème 4.3 (Test du χ2 de Pearson) Le but de se test est de vérifier
que la répartition de l’échantillon correspond à une distribution théorique.

Le score observé du test de Pearson est donné par :

Pearsonobserve =
I∑
i=1

ni − npi
npi

avec n le nombre de mesures, ni le nombre d’observation de la “face” i et pi les
fréquences théoriques, et I le nombre de “faces”. L’hypotèse nulle testée est

H0 = {la distrib. théorique est la distrib. sous-jacente aux données}

La distribution de la statistique de Pearson est bien approchée par une loi de
χ2
I−1. L’hypothèse nulle est rejetée pour un test de niveau 5% si

Pearsonobserve > qχ2
I−1(95%)

avec qχ2
I−1(95%) le 95% quantile d’une loi χ2

I−1.

Proposition 4.6 Dans la pratique on vérifie si npj ≥ 10 pour tout j pour
utiliser la loi de χ2 pour T .
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Exemple Supposons un dé à k=6 faces équilibré, c’est-à-direH0 = {p
(

1
6 , . . . ,

1
6

)
}

que l’on lance 120 fois et effectuons un test de niveau 5% :

1 2 3 4 5 6
26 20 16 27 15 16

La loi du ttheorqiue = χ2
5(1− 0.05) = 11.07 alors que

tobserve =
(26− 20)2 + . . .+ (16− 20)2

20
= 7.1 ≤ 11.07

donc le dé est équilibré.

35



Bibliographie

[1] Charles Pfister Notes de cours (Christophe Mortier et Raphael Faerber)

[2] Sheldon M. Ross Initiation aux probabilités Presses Polytechniques et Uni-
versitaires Romandes, 2007

[3] Jean-Pierre Lecoutre Statistique et probabilités Dunod, 2003

[4] Eva Cantoni, Philippe Huber, Elvezio Ronchetti Mâıtriser l’aléatoire Sprin-
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[5] Stephan Morgenthaler Introduciton à la statistique, Presses Polytechniques
et Universitaires Romandes, 2000

36


	Axiomes et définitions de bases
	Analyse Combinatoire
	Axiomes de Kolmogorov
	Concepts fondamentaux
	Axiomes

	Espace de probabilité discret
	Partitions, Question et Algébre de Boole
	Probabilités conditionelle
	Probabilité conditionelle
	Évenement indépendant

	Automate fini
	Indépendance
	Espace de probabilité continu : mesure de probabilité sur R

	Variable aléatoire
	Fonctions de répartition
	Distributions continues
	Distributions discretes

	Mesure de probabilité sur Rk
	Plusieurs variables aléatoires réelles
	Nouvelles variables aléatoires à partir de X1, …, Xk
	Espérance
	Variance
	Inégalité de Markov et Chebyshev

	Somme de variables aléatoires
	Limite des événements rares
	Loi des grands nombres
	Principe de la méthode de Monte-Carlo
	But
	Méthode

	Inégalité de Hoeffding
	Marche aléatoire sur Z
	L'échelle macroscopique =1
	L'échelle an = n et le Théorème de Moivre-Laplace
	Théorème de la Limite Centrale (TLC)
	Convergence faible

	Statistiques
	Exemples de Modèles Statistiques
	Modèle de l'urne
	Mesure d'une grandeur scalaire

	Estimation Statistique : Modèle de Gauss-Laplace
	Intervalle de confiance
	Notion de test


